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JULIE DESERTI 



Abstract. On decrit les endomorphismes du groupe de Cremona et on en deduit son 
caractere hopfien. 

Une transformation rationnelle de P 2 (C) dans lui-meme s'ecrit 

(x : y : z) h-> (P (x,y,z) : P t (x,y,z) : P 2 (x,y,z)) 

ou les Pi designent des polynomes homogenes de meme degre. Lorsqu'elle est inversible, 
on dit qu'elle est birationnelle ; par exemple l'involution de Cremona a = (yz : xz : xy) 
est birationnelle. Le groupe des transformations birationnelles, note Bir(P 2 (C)), est aussi 
appele groupe de Cremona. 

Theoreme 1 (Ncether, [TJ [3]). Le groupe de Cremona est engendre par PGI_3(C) et 
rinvolution a = (yz : xz : xy). 

Un automorphisme r du corps C induit un isomorphisme r(.) de Bir(P 2 (C)) : a un element 
/ de Bir(P 2 (C)) nous associons l'element r(/) obtenu en faisant agir r sur les coefficients 
de / exprime en coordonnees homogenes. Tout automorphisme du groupe de Cremona 
s'obtient a partir de Faction d'un automorphisme de corps et d'une conjugaison interieure 

(®)- 

Ici nous nous interessons aux endomorphismes du groupe de CREMONA : 

Theoreme 2. Soit tp un endomorphisme non trivial de Bir(P 2 (C)). II existe un plongement 
de corps A de C dans lui-meme et une transformation birationnelle ip tels que pour tout f 
dans Bir(P 2 (C)) on ait 

<p(f) = x^f^ 1 ). 

En particulier ip est injectif. 

Une consequence directe est la suivante : 

Corollaire 3. Le groupe de Cremona est hopfien, i.e. tout endomorphisme surjectif de 
Bir(P 2 (C)) est un automorphisme. 

La preuve du Theoreme [2] repose en partie sur le resultat suivant que nous appliquons a 
r = SL 3 (Z) : 

Theoreme 4 ([!]). Soient T un sous-groupe d'indice hni de SI_3(Z) et p un morphisme 
injectif de F dans Bir(P 2 (C)). Alors p coincide, a conjugaison birationnelle pres, avec le 
plongement canonique ou la contragrediente, i.e. l'involution u i— > t u^ 1 . 
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On travaille dans une carte affine (x,y) de P 2 (C). Introduisons le groupe des translations : 

T = {(x + a, y + 0) | a, (5 € C}. 

Demonstration du Theoreme® Puisque PGI_3(C) est simple, <^|PGL 3 (C) es ^ ou bien triviale, 
ou bien injective. 

1. Supposons yipGL 3 (C) triviale. Posons h := (x, x — y, x — z) ; comme l'a remarque 
Gizatullin (pj), on a (ha) 3 = id. Ainsi ip((ha) 3 ) = <p(a) = id, i.e. <p est trivial d'apres 
le Theoreme CD 

2. Si </?|pgl 3 (C) es t injective, alors f\sL 3 (Z) es t, a conjugaison birationnelle pres, le plonge- 
ment canonique ou la contragrediente. 

2. a. Supposons que <^|sl 3 (z) = id- Notons H le groupe des matrices 3x3 triangulaires 
superieures unipotentes. Posons : 

fp(x,y) ■= f{x + P,y), 9a(x,y) := ip(x + ay,y) et hy(x,y) := <p(x,y + 7). 

Les transformations birationnelles fp et h-y commutent a (x + l,y) et (x,y + 1) done 

fp = {x + X(P),y + C(P)) et h 1 = {x + r } { 1 ),y + n( ri )) 

ou 77, C; M et A sont des morphismes additifs de C dans C ; puisque g a commute a (x+y, y) 
et (x + l,y) il est de la forme (x + A a (y),y). La relation 

{x + ay,y)(x,y + "f)(x + ay,y)~ 1 (x,y + ^y 1 = (x + a7,y) 

implique que, pour tous nombres complexes a et 7, nous avons g a h^ = f a -yh^g a . Nous en 
deduisons que : 

fp = (x + X(/3),y), g a = (x + @(a)y + s(a),y) et 6(0)^(7) = \(aj). 

En utilisant l'egalite 

(x + a)(x, fix + y)(x — a, y)(x, y — fix) = (x, y — a/3) 

on etablit que /i 7 = (x,y + m(t))- Autrement dit 

ip(x + a, y + (3) = (x + \(a),y + V a, f3 £ C. 

Ainsi y(T) C T et (/'(H) C H ; puisque PGI_3(C) est engendre par H et SI_3(Z), l'image de 
PGL3(C) par (p est contenue dans PGL3(C). Le Theoreme de classification de Borel et 
Tits ([2|, Theoreme A, p. 500) assure qu'a conjugaison interieure pres Taction de ip sur 
PGL3(C) provient d'un plongement de corps de C dans lui-meme. 

2. b. Supposons que la restriction de if a SI_3(Z) coincide avec la contragrediente. En 
etudiant les images de T et H par (p, on montre que (^(PGL3(C)) C PGL3(C). Toujours 
d'apres [2] (Theoreme A, p. 500) a conjugaison interieure pres, Taction de (p sur PGL3(C) 
provient ici d'un plongement de corps de C dans lui-meme compose avec la contragrediente. 

3. Supposons done que Taction de (p sur PGL.3(C) coincide avec celle d'un plongement de 
corps A de C dans lui-meme ou avec la composee d'une telle action et de la contragrediente. 
Posons (ti,T2) = ip(x, l/y). A partir de 

(x, l/y)(ax,/3y)(x, 1/y) = (ax,y/(3) 
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on obtient 

TiCACa-^AOT 1 )!,) = X(a~ 1 )r 1 (x,y) 

ou 

r 1 (X(a)x,X(f3)y) = X(a)n(x,y) 

suivant que la contragrediente intervient ou non. Par suite (p(x, l/y) = (±x,±l/y). 
L'egalite ((y, x)(x, l/y)) 2 = a assure que <p(a) = ±a. Notons h := C^b[, §EfJ ! 1 & transfor- 
mation (ha) 3 est triviale (voir [5]) done (ip(h)<p(a)) 3 doit aussi l'etre. Puisque h appartient 
a SLs(Z), on a (p(h) = h ou ip(h) = (—x — y — 1, y) suivant que ¥>|sl 3 (Z) es t l'identite ou la 
contragrediente. Si <f(h) = h, alors f(cr) = a et on conclut avec le Theoreme [H Lorsque 
<p(h) = (—x — y — 1,2/), la seconde composante de ((/j(/i)c/?(ct)) 3 vaut ±l/y ce qui est 
exclu. □ 

Remerciements. Je remercie E. Ghys d'avoir pose le probleme ainsi que pour les remar- 
ques et suggestions qu'il m'a faites. Merci a D. Cerveau pour nos discussions animees et 
fructueuses. 



et 



r 2 (X(a- L )x,X(p- L )y) = X(p)r 2 (x,y) 



et T 2 (X(a)x,X(j3)y) 



T2(x,y) 
X(8) 
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